7.3.17  DalSi metrické ulohy |

Piedpoklady: 070315, 070316

Pedagogicka poznamka: Za normalnich okolnosti neni pfili§ pravdépodobné, Ze by vétSina
studentil byla schopna pfijit samostatné na feseni vétSiny tloh (jsou znacné
rozdilné a velk4 ¢ast z nich vyZaduje ndpad). PouZivam proto troSku jinou
strategii. Na zacatku hodiny si projdeme vSechny piiklady a spolecné¢ navrhneme
feSeni. Nejsme tpln€ konkrétni (vétSinou si fikdme body, které jsou v jednotlivych
piikladech uvedeny tu¢n¢). Studenti si pfi tom udé€laji pozndmky (pfiblizné tucny
text v feSeni uloh bez rovnic) a poté fesi tlohy samostatné. Ja béhdm mezi nimi a
pomdhdm v mistech, kde si nejsou jisti.

|PE.1: Je ddna pfimka p:2x—y+1=0. Najdi pfimku, kterd je s pfimkou p stiedov
soumérnd podle stfedu S [—2;1] .

' P¥fmku miZeme najit pomoci dvou bodt. Pro kazdy bod v roviné plati: X' =S + (S -X ) =

' najdeme na p¥imce p dva body, zobrazime je a s jejich pomoci najdeme rovnici p¥imky
' ]

Hledame body na pfimce p:

o A[07] = 20-y+1=0=y=1 = A[0]],

o B[17] = 20-y+1=0=y=3 = B[13].
- Najdeme obrazy urcenych bodu:

e A =S+(S-A)=[-21]+(-20)=[-41],

o B =5+(S-B)=[-21]+(-%-2) =[-5-1].
Ur&fme rovnici piimky A'B": (B'-A")=(-1;-2) = n=(2-1).
Rovnice: 2x—y+c¢ =0 = dosadime bod A": 2[ﬂ—4)—1[1]+c=0:>c=9.
' Rovnice pifmky A'B': 2x—y+9=0 .

Dodatek: Mohli bychom také spocitat soufadnice pouze jednoho bodu a udélat obraz piimky
jako rovnobézku prochézejici timto bodem.

Pedagogicka poznamka: Pti feSeni se vyskytuji dva problémy:
tradi¢né misto, kde je vice moznosti — zvoleni bodli na piimce p,
pii vypoctu pouZzivaji studenti vektor (S - A) , pokud ho pocitaji zvlast, ziskaji

vektor (—2;0) , ktery maji tendenci kréatit na tvar (1;0) . Vétsinou staci, aby si



nakreslili obrdzek s obéma vektory a ujasnili si, zda potiebuji z vektoru pouze
smér (jako pfi sestavovani rovnic piimek) nebo i velikost a orientaci.

Pr.2: Najdi obraz B bodu A[4; —4] v osové soumérnosti podle osy o: x—3y+4=0.

. Pfiklad miiZzeme fesit dvéma zpusoby.
' ReSeni napodobenim geometrické konstrukce

1. Narysujeme kolmici p na piimku o prochdzejici bodem A. B 0
2. Najdeme prusecik S piimky p s osou o.

3. Na piimce p sestrojime bod B tak, aby bod S byl stfedem S
usecky AB.

1. Kolmice p na primku o prochazejici bodem A
x=4+t

. y=—-4-31tUR

- 2. Priiseéik S primky p s osou 0: x—3y+4=0

' x=4+¢

| y=-4=-3;t0R

- Spo¢teme pritsecik dosazenim do rovnice pro osu o.
(4+1)-3(-4-3t)+4=0

CA4+r+12+9t+4=0

10t =20

=2

n,=u, :(1;—3) = piimka p:

o

' Pfimka p:

x=4+1=4-2=2
| y=-4-3t=-4-3(-2)=2
- 3. Na piimce p sestrojime bod B tak, aby bod S byl stiedem tise¢ky AB.
 Plati: B=5+(S-A4) S —A=(-2;6)

- B=S+(S-A)=[2:2]+(-2:6) =[0:8]

Obrazem bodu A v osové soumérnosti s osou o je bod B = [0;8] .

Dopocteme soutadnice priseciku S: =S [2; 2] .

ReSeni zapsanim podminek, které musi spliiovat souiadnice hledaného bodu B.
' Hledany bod B[bl;bz] = musime najit dvé podminky na sestaveni dvou rovnic.

1. podminka: Stifed tsecky AB lezinaose o:x—3y+4=0.

' 4+b —4+b, }

Stied secky AB A[4;-4], B[b;b,]: S[ —

Dosadime do rovnice osy o: (4 ;bl j —3(_4;b2 J +4=0.

2. podminka: Vektor AB je kolmy na osu o.

- B-A=(b—4b,+4) n,=(;-3)=u,=(31)
Cu,(B=A)=0 = (3;1)(h,—4;b, +4) =3(b, —4)+1(h, +4) =0

. Zjednodusime obé rovnice:



(4+le_3(—4;sz+4:0 i 3(h,-4)+1(b, +4)=0

2 3b,—12+b, +4=0
(4+0,)=3(-4+b,)+8=0 3b, +b, =8
4+b +12-3b,+8=0
b, =3b, =24

' Vyiesime soustavu dosazovaci metodou: b, —3b,=-24 = b, =3b,—24.
- 3(3b, —24)+b, =8

Ob, -72+b, =8
105, =80
b, =8

b =3b,-24=308-24=0
Obrazem bodu A v osové soumérnosti s osou o je bod B = [0;8] .
Pedagogicka poznamka: Obcas si studenti stézuji, Ze je zbyte¢né pocitat jeden piiklad
dvéma zptsoby. Pokud by ndm §lo o vysledek, pak maji ur¢ité pravdu. Nasim

cilem je ale nacvik toho, jak se mizZeme postavit k riznym problémtim. Pak maji
oba zplisoby své opravnéni.

Pr.3: Napiimce p:3x—4y—-2=0 najdi body, jejichZ vzdéalenost od bodu § [2;1] jes.

Hledané body jsou body, které lezi na piimce 3x—4y—2 =0 a zaroveil na kruznici k (S ;5 )
= uloha bude mit zadné, jedno nebo dv¢ feseni (moznosti pro praseciky piimky s kruZnici).
' Hleddme bod X [x; y] = dv¢ nezndmé = potiebujeme dv€ rovnice:

'+ Bod X|[x;y| lezi na pfimce p: 3x-4y-2=0.

+ Vzdslenost bodu X [x;y] od bodu S[21] je pét: |sX|=/(x~s,) +(y-s,) =5.
Dosadime a upravime druhou rovnici:
(=2 (1) =S
(x=2)’+(y-1)" =25
x*—4x+4+y"—2y+1=25
DXt —dx+y?=2y=20

. 3x-4y-2=0
- ReSime soustavu: s = z prvni rovnice vyjadiime a dosadime do druhé:
| x —4x+y —2y=20

4y +2

3x-4y-2=0 = x= -

5 2
g (4y3+2j —4(%j+yz—2y=20 /9

16y> +16y+4—48y —24+9)” ~18y =180
2592 -50y-200=0
¥ =2y-8=0




(y-4)(y+2)=0
' 4y, +2 _403+2 _
3
_4y, +2 :4EQ—2)+2
3 3

y=4 = x = 6 = X1[6;4]

v, =2 = x, =-2 = Xz[—2;—2]

H Pr.4: Najdi bod tak, aby byl trojihelnik ABC pravouihly s pfeponou AB, kde
A[-3;2],B[7;-3], a aby platilo |AC|=5.

Hleddme bod C[x; y] tak, aby byly splnény dvé podminky (zapiSeme je rovnicemi).
' 1. Uhel ACB je pravoihly

. = Vektory C—A a C—B jsou kolmé = jejich skaldrni soucin je nulovy.
C-A=(x+3;y-2) C-B=(x-7;y+3)
(C-A){Cc-B)=(x+3;y-2)(x-7;y+3)=0

X2 =Tx+3x-21+y*+3y-2y-6=0

X +y?—4x+y-27=0

2. strana AC ma délku 5

Jaci=y(x+3)" +(y-2) =5

(@3 +(y-2) =25

X +6x 494y —4y+4-25=0

x>y +6x—-4y-12=0

X +y —4x+y-27=0

' Resime soustavu rovnic: . )
| X +y +6x—-4y-12=0

. X +y —4x+y-27=0
7121 ~10x+5y-15=0 /:5

i g2 _
' Dosadime do prvni rovnice: (15 25yj +y° —4[—1{%+ y=27=0.

X +(2x+3)" —4x+(2x+3)-27=0

X4 +12x+9—dx +2x+3-27 =0
C5x*+10x-15=0 /:5

X +2x-3=0

(x+3)(x-1)=0

X =3 = y=2x+3=2(3)+3=-3 = C[-3-3]
x,=1 = y=2x+3=20+3=5 = C[L;5]

= 2x+y=3 = y=2x+3




Pi.5: Najdi vrcholy trojuhelnika ABC, pokud zndme: obecné rovnice dvou stran

b:ix-2y+7=0ac:x+y+1=0 a velikosti vyiek v, =¥, v, =3/2.

c
' Nakreslime si obrazek.

Bod A najdeme jako prisecik piimek b a c.
Bod B najdeme jako bod, ktery:

* leZi na pfimce c,

* jeod piimky b vzdileny v, .
Bod C najdeme jako bod, ktery:

* lezi na ptimce b,

* jeod piimky c vzdaleny v .

B
' Hledani bodu A jako priise¢iku pfimek b a ¢
! x=2y+7=0

x+y+1=0

' Resime soustavu rovnic:

211 3y-620 = y=2
;Dopoéteme: x+2+1=0 => x=-3 = A[—3;2].
Urcéujeme bod B[bl;bz] .
- LeZi na pifimce ¢: b, +b, +1=0.
| 215 b =26, +7 2145
. TR
- = Resime soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych: b +b, +1=0 = b =-1-b,.
b -2b, 47 215
o2 5
5[6-36,| =215 /:45
3[2-b,|=21 /:3  (pouZzijeme |2-b,|=|b,~2|
|b2 —2| =7 = hleddme cisla vzdalena od dvojky o 7 = dvé feSeni:
e b,=9 = b =-1-b,=-1-9=-10 = B[-10,9]
e b,=-5 = b =-1-b,=-1-(-5)=4 = B,[4-3]

Uféujeme bod C[c;;c,].

' Vzdalenost bodu B [bl;bz] od piimky b se rovna

' Lezi na pifmce b: ¢, —2¢, +7=0.

E c +c,+1

' Vzdalenost bodu C[cl;cz] od pfimky c se rovnd 32 % =3J2.

! 1" +1

. = Resime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych: ¢, =2¢, +7=0 = ¢, =2¢c, - 7.
- 2¢, =T +c, +1

| [2¢, Al NN

V2

3e,-6/=6




' 3|e,=2|=6 /:3  (pouZijeme [2~b,|=|b, ~2]

|c, =2| =2 = hleddme &isla vzddlend od dvojky o 2 = dvé feSent:
e 0,=4 = ¢ =2,,-7=2B-7=1 = G[1;4]

e =0 > ¢=2,-7=20-7=-7 = G,[-7:0]

Podmmky zadani spliuji vSechny trojuhelniky ABC, které ziskdme kombinaci vrcholt
- A[-32], B[-10;9], B,[4;-5]. C,[1;4], C,[~7;0]. Piiklad m4 tedy 1[2[2 =4 fe3ent.

Pedagogicka poznamka: Oznageni B[b;;b,] pouZivim misto B|b,;b, | schvélng. U

slab$ich studentll poméha k vytvareni chaosu v zavéru piikladu, kde se objevuji
dvé teSeni. Cilem je opét to, aby se orientovali v piikladu a uvédomili si, Ze index
b, znamend x-vou soufadnici a ne prvni ze dvou feSeni.

Pr. 6: Petakova:
strana 111 cviceni 91
strana 111 cviceni 92
strana 111 cviceni 96
strana 111 cviCeni 99

Shrnuti:



